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第十讲：拉普拉斯变换

知识总结

概念 关键公式 / 方法

拉普拉斯变换定义
F(s) = L{f(t)} = ∫

∞

0
e−stf(t) dt

线性性质 L{af(t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s)

导数性质 L{f ′(t)} = sF(s) − f(0)，L{f ′′(t)} = s2F(s) − sf(0) − f ′(0)

第一移位定理 L{eatf(t)} = F(s − a)

第二移位定理 L{uc(t)f(t − c)} = e−csF(s)

卷积 L{(f ∗ g)(t)} = F(s)G(s)，其中 (f ∗ g)(t) = ∫ t

0 f(τ)g(t − τ) dτ

求解初值问题 对 ODE 做变换 → 解出 Y (s) → 逆变换得 y(t)

狄拉克 δ 函数 L{δ(t − t0)} = e−st0，用于建模脉冲输入

1. 拉普拉斯变换的定义
拉普拉斯变换将时间函数 f(t) 转化为复变量 s 的函数：

F(s) = L{f(t)} = ∫
∞

0
e−stf(t) dt

其中 s > α，要求函数具有指数阶 α（即存在 M,α 使得 |f(t)| ≤ Meαt）。

为什么使用拉普拉斯变换？

拉普拉斯变换是求解初值问题（IVP）的强大工具，特别适用于带有间断强迫函数或脉冲
输入的问题。它将微分方程转化为代数方程，自动包含初始条件，并能优雅地处理分段

定义的强迫项。
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指数阶

函数 f(t) 被称为具有指数阶 α，如果存在常数 M > 0 和 T > 0 使得：

|f(t)| ≤ Meαt 对所有 t ≥ T

ODE 中常见的大多数函数（多项式、指数函数、正弦/余弦函数及其乘积）都满足此条件。

存在条件

如果 f(t) 在 [0, ∞) 上分段连续且具有指数阶，则拉普拉斯变换存在。分段连续意味着 f
在任何有限区间上至多有有限个跳跃间断点。
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2. 基本拉普拉斯变换

2.1 常见变换表

f(t) F(s) = L{f(t)} 定义域

1 1
s

s > 0

tn（n = 1, 2, …） n!
sn+1

s > 0

eat 1
s − a

s > a

sin(bt) b

s2 + b2
s > 0

cos(bt) s

s2 + b2
s > 0

sinh(bt) b

s2 − b2
s > |b|

cosh(bt) s

s2 − b2
s > |b|
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f(t) F(s) = L{f(t)} 定义域

eat sin(bt) b

(s − a)2 + b2
s > a

eat cos(bt) s − a

(s − a)2 + b2
s > a

tneat（n = 1, 2, …） n!
(s − a)n+1

s > a

uc(t) e−cs

s

s > 0

δ(t − c)（狄拉克 δ 函数） e−cs —

例题 1：从定义计算拉普拉斯变换

问题： 使用定义求 L{t}。

表的推导

所有条目都来自对定义的直接积分。例如：

L{eat} = ∫
∞

0
e−steat dt = ∫

∞

0
e−(s−a)t dt =

1
s − a
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解：

L{t} = ∫
∞

0
te−st dt

步骤 1： 分部积分。令 u = t，dv = e−stdt，则 du = dt，v = − 1
s e

−st。

∫
∞

0
te−st dt = [−

t

s
e−st]

∞

0
− ∫

∞

0
−

1
s
e−st dt

步骤 2： 计算边界项。当 s > 0 时，limt→∞ − t
s e

−st = 0，在 t = 0 处该项为 0。

= 0 +
1
s
∫

∞

0
e−st dt =

1
s

⋅
1
s

=
1
s2

例题 2：从定义计算（三角函数）

问题： 使用定义求 L{sin(bt)}。

解：

L{sin(bt)} = ∫
∞

0
e−st sin(bt) dt

步骤 1： 两次分部积分，或直接使用公式：

∫ e−st sin(bt) dt =
e−st(−s sin(bt) − b cos(bt))

s2 + b2

步骤 2： 计算反常积分：

∫
∞

0
e−st sin(bt) dt = [ e

−st(−s sin(bt) − b cos(bt))
s2 + b2

]
∞

0

当 t → ∞（s > 0）时，e−st → 0。在 t = 0 处：

= 0 −
1 ⋅ (0 − b)
s2 + b2

=
b

s2 + b2

3. 拉普拉斯变换的性质

3.1 线性性质

L{t} =
1
s2

L{sin(bt)} =
b

s2 + b2
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